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FORMENTHEORETISCHE ENTWICKELUNG DER IN HERRN WHITE'S 

ABHANDLUNG ÜBER CURVEN DRITTER ORDNUNG 

ENTHALTENEN SÄTZE* 

VON 

PAUL GORDAN 

§1. Covarianten und Invarianten einer tern'dren kubischen Form. 
Die einfachsten invarianten Bildungen einer ternären kubischen Form 

/= «! 

sind diese 10 Formen : 

^ = ^IK = («^^)^«x^x ' ^ = ^l = "l'^ßl > ^ = K = {adufuj^u^ ; 

H = H >^ = {aAufaA^ ; K = K >^ =(AA,t.)^A A„ ^ ; t = u^ = {aliu)\u^ ; 

S=al; r=A2 = a-J; tt = ul= Ts - St ; Ii=T'-}S\ 

Von den zahlreichen zwischen ihnen bestehenden Relationen erwähne ich zu- 
nächst diese 4 : 

^ «>x«, = i S-u^l a]uf,^ =i T- u^ ; A>A = * ^ ' «x ^ 

lund die 4 aus ihnen folgenden : 



<2) 



aiu^a = ; A^A u=Bu 



§2. Die Combinanten des Polarnetzes von f. 

Die Polaren a^/t von / bilden ein Kegelschnittnetz : 

P{f)- 
Die Hauptcombinanten sind die Elementar-Covarianten von 

(a6c)aW, 



'Presented to the Society Oct. 28, 1899. Received for publication Oct. 15, 1899. 
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also nach der Formel 

die Hessische Form A und die Cayley'sche Form s ; die anderen Combinanten 
von P(/) sind die Formen des simultanen Systems von A und s. Die erste der 
Elementar-Covarianten von (abe)alb^ol ist 

{cthc){beu)albji^ = a^u^aldl; 
sie hat den Werth 

(3) a,u,aiei = f « AJA^ - InAA^ + ^uisxyf. 

§ 3. Apolare Ndze. 
In Folge der Formel 

sind die Netze Pi^f) und P(?t) apolar. Die Coefficienten-Matrices beider 
Netze sind korrespondirend und es besteht die Relation : 

{T:T:^Tt;){Ttxy){7txz){7:^xz){7t^yz){Tt^z){Ti^Qcy) = p(xyz){abc)aWcl ; 

sie sagt aus, / und tt haben dieselben Haupt-Combinanten. Die Hessische 
Curve von / ist die Cayley'sche von tt und die Hessische Curve von tt die Cay- 
ley'sche von /. Die Untersuchung * des Herrn White geht dahin Curven zu 
finden, welche entweder die Cayley'sche oder die Hessische mit / gemein haben. 

§ 4. Relationen zwischen den invarianten Bildungen von f. 
Die Relationen zwischen den invarianten Bildungen von / folgen im We- 
sentlichen aus Formel (3); ich erwähne hier nur diese 10 einfachsten : 

RlOyi = _ i K + i AAV + IT- ul ; 
aulal='H. + l S-u^.; 

^y,K = t ; 

A AV =-iK + iS-d + i T-ul; 

K»^ = iSt-iTs; 
(4) 
^ ^ dX^l = i Ss; 

ö, = {ss^xf uu^^ = K -f i /S*/? ; 

A^ = {ss^s^^ «Ai'".j = /St—i Ts=i Ts — tt; 

s^ = (ss^s^ (ssj«) (ss^x) (Sj^s^x) = i S^f+ I TA; 

^s = («Si«2) (««1S3) («S2«3) («1V3) = i s' + i r. 



*S. pag. 1 dieses Heftes. 
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§ 5. Der Aronhold' sehe Prozess. 

Die invarianten Bildungen des Aggregates 

■Af+)A 

werden mittelst des Aronhold' sehen Prozesses 

oy=A 

berechnet ; wendet man ihn auf die einfachsten Formen an, so erhält man : 

dT=S'; 8d = 21I; d'ii = K + iSd; dK = SB.i dR=0. 

§ 6. Einige invariante Bildungen von 

xf -\- XA., zs + Xt, xt: + As. 

Die Werthe der Hessischen Form und der Cayley' sehen Form von 

xf+XA 
sind bekanntlich : 

(6) A,^+,^ = -^^ X{Sx + (T + ^/.B) /) {Sx + {T- VR)))f + 



2S 



{x'-^SxX'-^TX')A: 



(6) v+AA = ^K^ - ^i^'^ ■ ^0 (^ + ^l^- ^y + ('' + i^^^' + f ^- '"> ■ 

Analoge Formeln erhält man durch Anwendung des Aronhold'schen Prozes- 
ses auf die Formeln (4) : 

d,,^,, = (x^ - 1SP)K + (f &/ + f OT)H + (JÄx^ + iTxX + ^\S'Xy ; 

Ok.+ks = {R"' + ^TxX + X')K - &ShX • H + (- ^SRx^ + ^STxX + ^SX')d ; 

A^,^,t={S^ +TX){x + ^IS.X) (x-^/'f^.X) t + i-^Tx^ + i- Sm 

+ iSTxX^+(i-T' + ^^Sy.y; 

(8) A,, + ,,= (- i BV + RxX^ + § TXy - {R-n + 2 TxX^ + X?) r: ; 

s., + >^=iSn{X - ^R.x){X + VR.x)f+ (f RV + IRT-n 



(7) 



(9) 



+ 2ÄX/12 + § rA^)A ; 



(10) I /S,„+,, = ÄV + ^R-'Ty^X + 6ÄV/^ + ^RTxX^ + (* ^' + T^.' . 

§ 7. Curven, welche dieselbe Hessische und welche dieselbe Cayley'sche 
Curve haben. 
Die Formeln (9) und (8) 

s„=|i?^A, A„ = -iRh 

bestätigen die im § 3 gemachte Aussage, dass die Cayley'sche Curve von n die 
Hessische von /und dass die Hessische Curve von tt die Cayley'sche von /ist. 
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Diejenigen Curven, welche mit f oder Tt die Cayley'sche oder die Hessische 
Curve gemein haben sind covariant zu f und gehören daher den Büscheln an 

//"+ /A, xs + It resp. /;t+ Is. 

Ihre Parameter erhält man durch das Verschwinden der Coefficienten von f, 
t, Ti iu den Formeln (5) bis (9). Da dieselben kubisch sind, so giebt es von 
jeder Art 3 Curven, ein Curventripel. Zur Cayley' sehen Curve s gehört das 
Tripel : 

(11) /; A = A + VVS •/; B = A - VlS f; 
zur Hessischen Curve A das Tripel : 

(12) /: F=8I\ + {^B- T)f; G = SA - {^B + T) /; 
zur Cayley'schen Curve A das Tripel : 

<13) tt; ^ = 7c + ^Bs; "¥ = tt - \^Ii ■ s; 

und zur Hessischen Curve s das Tripel : 

(14) t:; A = t + ^lS-s; B = t-^lS-s. 

§ 8. Die Formen A und s der Tripel. 
Die Cayley'schen Formen des Tripels : 

/, A, B 
haben die Werthe : 

s^=s; s^=i{T+s/iS')s; s, = i i^- ^i^') s; 
die Cayley'schen des Tripels : 

TT , <P, "^ 

die Werthe : 

s„=fi?^A; s^ = ^^lf^T-s/B)A; s^= - ^ ^E' {T + VR) A; 

die Hessischen des Tripels : 

/, F, G 
die Werthe : 

A^=A; A^=-4i?(r+N/:ff)A; A« = - 47?(r- v/^) A; 
und die Hessischen des Tripels : 

jr, A, B 

die Werthe : 



A„=-^Rh; A_^ = %{T+^iS')h; A^ = ^{T ~ V^Sy s. 
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§ 9. Die Formen t, T, A, B, A, B voJi n. 

Die Formen 

t, T, A, B, A, B 

gebildet für die Form ;r haben die Werthe : 

t,= - |. ß' {TA - 1 SV) ; r„ = - f B'T; 

A, = ^ VE^ . ^ ; B„=-^ ^/m a> ; 

2 _,„ ,^, „ „ 2 



A.- = 



9^ 



R\T+k/R)F; B„ ^ R^{T-VR)G. 



§ 10. Apolarität der Netze P{A) und P(B). 

In Folge der Formel 

ÄlA^u^ = Q 

sind die Netze P{A) und P(B) apolar. Die einfachsten invarianten Bildungen 
der Form A haben die Werthe ; 



t, = ^S{T+^lS^)t + ^Rs. 
S, = i{T+ VJFJ : r, = I VTW- {T+ s/p^)^ -IR{T+ ^W) >■ 



Die letzte Formel bestätigt die Apolarität. 

§ 11. Die eharahteristischen Relationen für das Tripel f, A, B. 
Die zwischen/, A, B, bestehenden Relationen: 

{ahAfahA,^ = ^lS.AlA^; 
{AA,afA^A,^a^ = l{T+ x/Iä^«) a^ ; 
{AA,B)^A,A,^B^ =-\{T+ VW')BIB^ 
eharakterisiren das Tripel/, A, B. Die Formel: 
(15) {ahL)\b^ = ^TS-Ll 

liefert 6 Relationen zwischen den Coefficienten des Kegelschnittes L : 3 dersel 
ben folgen nach der Formel : 

{abLfaJ),u, = s/i S- L\u^ 

aus den andern. Das durch Formel (15) charakterisirte Kegelschnittnetz ist 

B{A). 



